
H�ih^oh^_�d�h[hkgh\Zgbx�dhjj_dlghklb�ijh_dlbjh\Zgby

�fhgblhjZ�[_ahiZkghklb
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PgbbZlhfbgnhjf�FbgZlhfZ�Jhkkbb

I
Fhgblhj� ^hklmiZ�� beb�� ih�^jm]hfm�� fhgblhj� h[jZs_gbc�� �� b� wlh� h[s_ijbgylh� �

y\ey_lky� y^jhf� kbkl_fu� aZsblu�� Gh� \� lh� \j_fy�� dZd� dZ`^Zy� nmgdpby� [_ahiZkghklb

�Zml_glbnbdZpby��Zm^bl�b�l�^���fh`_l�[ulv�ehdZebah\ZgZ�\iehlv�^h�njZ]f_glh\�^\hbqgh]h�dh^Z

\h� fgh`_kl\_� \k_]h� dh^Z� aZsbsZ_fhc� kbkl_fu�� fhgblhj� y\ey_lky�� kdhj__�� Zjobl_dlmjghc

oZjZdl_jbklbdhc�� Z� bf_ggh�� �� lZdbf� k\hckl\hf� \k_o� nmgdpbc� aZsblu�� dhlhjh_� h[_ki_qb\Z_l

i_j_o\Zl�\k_o�h[jZs_gbc�D km[t_dlh\�S�d�h[t_dlZf�O�k�aZijhkhf�hi_jZpbc�ba�W��i_j_^�l_f��dZd

hi_jZpby�[m^_l�jZaj_r_gZ�beb�hl\_j]gmlZ

D(S, O, W),    ]^_�S – fgh`_kl\h�km[t_dlh\�si (i∈ I),
                             O – fgh`_kl\h�h[t_dlh\�RM (j∈ J),
                             W – fgh`_kl\h�hi_jZpbc�wk (k∈ K),
Ih�^jm]hfm�� fhgblhj� ij_^klZ\ey_l� kh[hc� i_jbf_lj�� i_j\uf� \klj_qZxsbc� aZijhk� gZ

\kydmx�hi_jZpbx��wk��i_j_^�__�\hafh`guf�\uiheg_gb_f.
=eZ\gZy� aZ^ZqZ� fhgblhjZ� ±� dhgljhev� \uiheg_gby� hi_jZpbb�� Hrb[dZ�� lh� eb� ijb

ijh_dlbjh\Zgbb�� lh� eb� ijb� j_ZebaZpbb� fh`_l� hldjulv� ©q_jguc� \oh^ª�� q_j_a� dhlhjuc� fh]ml

\uihegylvky� g_kZgdpbhgbjh\Zggu_� aZijhku�� <hijhk� fh`gh� ij_^gZf_j_ggh� mkeh`gblv�� _keb

jZkkfZljb\Zlv�lZcgu_�dZgZeu��Fhgblhj��\�ijbgpbi_��^he`_g�i_j_o\Zlu\Zlv�aZijhku��dhlhju_

\ebyxl� gZ� baf_g_gb_� wgljhibb� bgnhjfZpbb� ^ey� km[t_dlZ�� Gh� ijb� lZdhc� rbjhdhc� ihklZgh\d_

\hijhkZ�\jy^�eb�\hh[s_�\hafh`gh�j_Zebah\Zlv�fhgblhj�

DZdb_�hlghr_gby�k\yau\Zxl�fhgblhju�jZaguo�ij_^klZ\e_gbc�aZsbsZ_fhc�kbkl_fu"

Hgb� dhgp_gljbjh\Zggh� \ujZ`_gu�� gZ� gZr� \a]ey^�� \� ke_^mxsbo� ihklmeZlZo� lZdh]h

\k_h[e_fexs_]h��gZ�k_]h^gy��^hdmf_glZ��dZd�H[sb_�Djbl_jbb��HD��[1]. Ke_^m_l�mq_klv��qlh�b

HD� g_� gba\h^bl� hij_^_e_gb_� fhgblhjZ� d� klZlbqghfm� dh^m� ijh^mdlZ�� Lh� _klv�� Zjobl_dlmjgh_

j_r_gb_�b�a^_kv�y\ey_lky�hij_^_eyxsbf��gh�ijbh[j_lZxsbf�\�HD��gZ�gZr�\a]ey^��ijZ\bevgh_

j_r_gb_� \� \b^_� ^bgZfbdb�� dhlhjZy� ^Z_lky� q_j_a� hibkZgb_� nmgdpbc�� q_j_a� ij_^klZ\e_gby� b

hlh[jZ`_gby�ij_^klZ\e_gbc�lh]h�h[t_dlZ��h�fhgblhj_�dhlhjh]h�fu�]h\hjbf�

<� HD� lj_[m_lky�� qlh[u� bf_ehkv� ^hklZlhqgh_� qbkeh� mjh\g_c� ij_^klZ\e_gby� h[t_dlZ

hp_gdb��HH��k�g_h[oh^bfhc�kl_i_gvx�^_lZebaZpbb�^ey�^_fhgkljZpbb�lh]h��qlh�

Z� dZ`^uc�mjh\_gv�mlhqg_gby�iheghklvx�hlh[jZ`Z_l�[he__�\ukhdb_�mjh\gb� �\k_�nmgdpbb�

oZjZdl_jbklbdb� b� j_`bfu� [_ahiZkghklb� HH�� dhlhju_� hij_^_e_gu� gZ� [he__� \ukhdhf

mjh\g_�Z[kljZdpbb��g_h[oh^bfh�gZ]ey^gh�ij_^klZ\blv�gZ�[he__�gbadhf�mjh\g_��

[� dZ`^uc� mjh\_gv� mlhqg_gby� lhqgh� hlh[jZ`Z_l� [he__� \ukhdb_� mjh\gb� �g_� ^he`gh

kms_kl\h\Zlv� nmgdpbc�� oZjZdl_jbklbd� b� j_`bfh\� [_ahiZkghklb� HH�� dhlhju_� [ueb� [u

hij_^_e_gu�gZ�[he__�gbadhf�mjh\g_�Z[kljZdpbb��gh�ijb�wlhf�g_�lj_[h\Zebkv�[u�gZ�[he__

\ukhdhf�mjh\g_��

AZf_lbf�� qlh� iheghlZ� b� lhqghklv� hlh[jZ`_gbc� hlghkblky� dh� \k_f� nmgdpbyf

[_ahiZkghklb�\�HD��gh�wlb�`_�k\hckl\Z�iheghlu�b�lhqghklb�jZkijhkljZgyxlky�b�gZ�fhgblhj�

���������������������������������������������H�D��������������������������������������Fhgblhj

��������������������������������������������������Nmgdpbb�������������������������������������������������k\hckl\Z�iheghlu
�������������������������������������������������;_ahiZkghklb����������������������������������������������b�lhqghklb
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������hlh[jZ`_gbc

II



Ij_^klZ\e_ggu_� \� HD� ko_fu� ijZ\bevgh]h� ihmjh\g_\h]h� ijh_dlbjh\Zgby� �ihegh]h� b

lhqgh]h�� nmgdpbc� aZsblu� fh`gh� khijh\h^blv� ke_^mxs_c� fh^_evx� ^ey� lZdhc� h[h[s_gghc

©nmgdpbbª� dZd� fhgblhj� ^hklmiZ� �aZf_lbf�� qlh� ^ey� nmgdpbc� [_ahiZkghklb� kms_kl\m_l� fgh]h

jZaebqguo� fh^_e_c�� b� wlb� fh^_eb� hdZaZeb� \ebygb_� gZ� nmgdpbhgZevgu_� lj_[h\Zgby

[_ahiZkghklb�HD��

Fh^_ev�fhgblhjZ�^hklmiZ

<uqbkebl_evgZy� kbkl_fZ� oZjZdl_jbam_lky� [hevrbf� qbkehf� iZjZf_ljh\�� � Ijb

fh^_ebjh\Zgbb�lZdhc�kbkl_fu�\u^_ey_lky� �]jmiiZ� �kms_kl\_gguo� �iZjZf_ljh\�� �lZd� � qlh� � \ky

kbkl_fZ�ijh_dlbjm_lky�gZ�wlh�ih^ijhkljZgkl\h�

<�dZ`^uc��fhf_gl��\j_f_gb�gZ[hj�iZjZf_ljh\�dhhj^bgZl�ij_^klZ\ey_l�kh[hc��lhqdm�

\�wlhf�ijhkljZgkl\_�khklhygbc��BgbpbZlhjhf�i_j_oh^Z�ba�h^gh]h��khklhygby��\�^jm]h_��ba�lhqdb

\�lhqdm��y\ey_lky�\uiheg_gb_�dhfZg^��hi_jZlhjh\��d�l_dms_fm�khklhygbx��Ihke_^h\Zl_evghklv

dhfZg^�gZau\Z_lky��ijh]jZffhc�beb��ih-^jm]hfm��nmgdpb_c�

Imklv�: ��ijhkljZgkl\h�khklhygbc��: ^�[��[������[1�`� Hij_^_ebf�\��:��q_luj_

g_i_j_k_dZxsboky�ih^fgh`_kl\Z�

C -�k\h[h^gZy�ahgZ���A ��aZdjulZy�ahgZ���=���]jZgbpZ���jZa^_eyxsZy����C�b�A;
 G ��hklZ\rb_ky�\�: lhqdb�

Imklv�D ��fgh`_kl\h�dhfZg^��hi_jZlhjh\��i_j_\h^Z��khklhygbc�

 Hij_^_e_gb_����<ur_ijb\_^_ggmx�kh\hdmighklv�F ^:��K��A��=��D} �[m^_f�gZau\Zlv�fh^_evx

�kbkl_fhc��aZsblu�

 Hij_^_e_gb_����Iml_f�\�F gZau\Z_lky�ihke_^h\Zl_evghklv��ihiZjgh�khk_^gbo�lhq_d�ba�::
Z��Z��Z�����ZQ���lZdbo��qlh��Z� d��Z�����Z� d��Z���������ZQ dQ���DQ����

��������������������]^_��d��d��d������dQ�� -�ihke_^h\Zl_evghklv�dhfZg^�ba�D �ijh]jZffZ��

 Hij_^_e_gb_����H[oh^hf�\�F gZau\Z_lky�imlv��gZqbgZxsbcky�\�K��aZdZgqb\Zxsbcky�\�A,
dhlhjuc�g_�i_j_k_dZ_l�]jZgbpm�= �fh`gh�ihlj_[h\Zlv��qlh[u�b�h[jZlgu_�imlb

ba�A \�K i_j_k_dZeb�]jZgbpm�=).

 Hij_^_e_gb_����Kbkl_fZ�F gZau\Z_lky�[_ahiZkghc��_keb�\�g_c�g_l�h[oh^Z��Z�]jZgbpZ�=

gZau\Z_lky��lh]^Z��fhgblhjhf��

Ijbf_ju� �\ujh`^_gguo�� � � kbkl_f� � [_ahiZkghklb�� � K ^∅∅ } (imklh_� fg�\h��� = ^∅∅};
A ^∅∅}.

KZfZy�we_f_glZjgZy�[_ahiZkgZy�kbkl_fZ��K��A��=���h^ghlhq_qgu_�fgh`_kl\Z��l�_��

K ^k`�����A ^a`�����= ^]`�  D ^d��d�`�

IjZ\beZ�ijbf_g_gby�dhfZg^��d��k)=]��d��])=a��d��a)=k��d��k)=k��d��])=k��d��a�=].

Ko_fZ�we_f_glZjghc�[_ahiZkghc�kbkl_fu��W;K�

                      d2                     d�                               d�

                           K                d�                  =            d1               A

                                                                      D�

Djbl_jbc�gZke_^h\Zgby�[_ahiZkghklb

>ey�ijZ\bevgh]h�i_j_oh^Z�hl�ijhkluo�fh^_e_c�[_ahiZkghklb��d�[he__��keh`guf�\\_^_f

ihgylb_�ijZ\bevgh]h�hlh[jZ`_gby�fh^_e_c��gZau\Z_fh_�fhjnbafhf�fh^_e_c�



  Hij_^_e_gb_����Fhjnbafhf�fh^_e_c��F� ^:��K��=��A��D�}��b�F� ^:��K��=��A��D�}
gZau\Z_lky��iZjZ��hlh[jZ`_gbc��ijhkljZgkl\�khklhygbc�f1: A1 -> A2, b
dhfZg^� f2: K1 -> K2, �dhlhju_�kh]eZkh\Zgu�k�^_ckl\byfb�dhfZg^�

f1(k*a) = f2(k)*f1(a).

  Hij_^_e_gb_����Hlh[jZ`_gb_��f: A -> B��gZau\Z_lky�bahebjh\Zgguf�gZ�ih^fgh`_kl\_�K ba�:,
_keb�gbdZdhc��we_f_gl�ba�^hiheg_gby�:?K��g_�kebiZ_lky��k�we_f_glZfb�ba��K

ijb�wlhf�hlh[jZ`_gbb�

L_i_jv�fh`gh��knhjfmebjh\Zlv�g_dhlhjh_�^hklZlhqgh_�mkeh\b_� ijb�\uiheg_gbb

dhlhjh]h�\hijhk�h�[_ahiZkghklb�kbkl_fu��k\h^blky d�\hijhkm�h�[_ahiZkghklb�f_g__�keh`ghc

kbkl_fu�

   Ml\_j`^_gb_�   Imklv�f=(f1,f2)���fhjnbaf�fh^_e_c��F��b�F�,�ijbq_f K��hlh[jZ`Z_lky�\�K�, A�
\� A�,� Z� I��=��� � ihdju\Z_l \kx� =� �wibfhjngh� ijb� I��� =�� �!� =�). Imklv� f
bahebjh\Zgh�gZ�=�. Lh]^Z��_keb�F� fh^_ev�[_a�h[oh^Z��lh�b�F� fh^_ev [_a

h[oh^Z�

>hdZaZl_evkl\h�

Ij_^iheh`bf�ijhlb\gh_��b�@={a1,a2,...,an}���h[oh^�\�F�. Lh]^Z�@�g_�i_j_k_dZ_lky�k�=�,
Z�Z� ijbgZ^e_`bl�K�, ZQ ijbgZ^e_`bl�A���LZd�dZd�f bahebjh\Zggh�gZ�=���I��#��g_�i_j_k_dZ_lky�k

I��=�)��Z�l�d��f wibfhjngh��=� e_`bl�\�I�=���b�

 - f1(a1)�ijbgZ^e_`bl�C2, f1(an��ijbgZ^e_`bl�A�,
 - f1(@)�g_�i_j_k_dZ_lky�k�=�,

l�_��f1(@)����h[oh^�\��F�.�Ijhlb\hj_qb_��Ke_^h\Zl_evgh���F� - [_ahiZkgZ�

Hlkx^Z�ke_^m_l��qlh�ijb�jZa\blbb��^_lZebaZpbb��l�_���jZkrbj_gbb��kbkl_fu�g_h[oh^bfh�

ij_`^_�\k_]h� ke_^blv�aZ�]jZgbp_c�=,�ijhh[jZa�\k_o�__�we_f_glh\�^he`_g��p_ebdhf�kh^_j`Zlvky

\�]jZgbp_�ijhh[jZaZ�kZfhc�kbkl_fu�

Ijb\_^_ggZy� fh^_ev�� dZd� ij_^klZ\ey_lky�� y\ey_lky� g_dhlhjhc� nhjfZebaZpb_c

lj_[h\Zgbc�HD�ijbf_gbl_evgh�d�dhjj_dlghklb�hlh[jZ`_gbc�^ey�fhgblhjZ�^hklmiZ�

LZdbf� h[jZahf�� HD� ^Z_l� \hafh`ghklv� jZajZ[Zlu\Zlv� nhjfZevgu_� ih^oh^u� b

ih^l\_j`^Z_l�k\hx�f_lh^heh]bq_kdmx�jhev�

Fh`gh� hl� kbkl_fu� dhfZg^� ^dB��dB�����dBQ`� � i_j_clb� d� ^jm]hc�� ijhba\h^ghc� hl� g__�

kbkl_f_�dhfZg^��dh]^Z�dZ`^Zy�ba�dhfZg^��y\ey_lky�nmgdpb_c��p_ihqdhc��gZ�ij_^u^ms_f�gZ[hj_

dhfZg^��l�_��d�kbkl_f_�{l_1,l_2,...l_m}, ]^_

                 l_i=(k_i1,k_i2,...,k_is),  l_i(x)=(k_i1*k_i2*...k_is)(x).
Wlh� hagZqZ_l� � i_j_oh^� � hl� � fh^_eb� � 0��:�K�A�=�D�� � d� � fh^_eb F��:�K�A�=�/�� k

©fZdjhkZfbª.� Fh`gh� ihklZ\blv� \hijhk� h� lhf�� dZd� \aZbfhaZ\bkbfu� f_`^m� kh[hc� \hijhku� h

[_ahiZkghklb�^ey�F� b�h�[_ahiZkghklb�^ey�F��

III
Fh^_ev� fhgblhjZ� hljZ`Z_l� g_dhlhju_� iheh`_gby� HD�� Gh� gZijZrb\Z_lky� b^_y

ijbf_gblv�ih^h[gmx�dhgkljmdpbx�ijb�ijh_dlbjh\Zgbb�j_Zevgh]h�ijh^mdlZ��DZdhc�\b^�ijbf_l

gh\Zy� fh^_ev�� \� dhlhjhc� fh`gh� j_Zevgh� gZke_^h\Zlv� ijZ\beZ� [_ahiZkghklb� ±� wlh� aZ^ZqZ

^Zevg_crbo� bkke_^h\Zgbc�� K_cqZk� `_� mdZ`_f� ko_fm� jZajZ[hldb�� ke_^my� dhlhjhc� jZajZ[hldm

fhgblhjZ�fh`gh�kqblZlv�dhjj_dlghc�

Ijhp_kk�jZajZ[hldb��dZd�hg�jZkkfZljb\Z_lky�\�HD��hkgh\Zg�gZ�mlhqg_gbb�lj_[h\Zgbc

[_ahiZkghklb�� \ujZ`_gguo� \� aZ^Zgbb� ih� [_ahiZkghklb�� DZ`^uc� ihke_^mxsbc� mjh\_gv

mlhqg_gby� ij_^klZ\ey_l� ^_dhfihabpbx� ijh_dlZ� k� _]h� ^hihegbl_evghc� ^_lZebaZpb_c�� KZfuf

gbadbf�ih�kl_i_gb�Z[kljZdpbb�mjh\g_f�y\ey_lky�g_ihkj_^kl\_ggh�j_ZebaZpby�HH�

Djbl_jbb� m\_j_gghklb� \� [_ahiZkghklb� ba� HD� b^_glbnbpbjmxl� ke_^mxsb_� mjh\gb

Z[kljZdpbb� ijh_dlZ�� nmgdpbhgZevgZy� ki_pbnbdZpby�� ijh_dl� \_jog_]h� mjh\gy�� ijh_dl� gb`g_]h

mjh\gy�b�j_ZebaZpby�

Bf_xsb_ky� ©mjh\gb� ijh_dlbjh\Zgbyª� fhgblhjZ� b� hlh[jZ`_gby� f_`^m� gbfb� fh`gh

ij_^klZ\blv�\�\b^_�ke_^mxs_c�©h[jZlghcª�^bZ]jZffu�ihke_^h\Zl_evguo�hlh[jZ`_gbc��dZ`^h_

ba� dhlhjuo�� ij_^iheh`bl_evgh�� ih^qbgy_lky� ijZ\bem� gZke_^h\Zgby� [_ahiZkghklb�

ZgZeh]bqghfm�ijZ\bem�\�jZkkfhlj_gghc�fh^_eb�
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                                             4
                                         IJH?DL�\��������������������������������������������������������������5
                                    ki_pbnbdZpbyo�����������������������������������������������������>_lZevgZy
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                                                6                                                                        7
                                        Lj_[h\Zgby������������������������������������������������������������H[sZy
                                            ba��H�D������������������������������������������������������������������fh^_ev

                                          8
                                                J>����������������������������������������������������������������������9
                                              =�L D���������������������������������������������������������������������W;K

����������������������������������������������������������������������������We_f_glZjgZy�[_ahiZkgZy�kbkl_fZ�

Bglmblb\gh� kms_kl\mxsb_� hlh[jZ`_gby� <J?:EBA:PBY� <� ><HBQGHF� DH>?>
=><IJH?DL� <� BKOH>GUO� L?DKL:O> => <IJH?DL� \� ki_pbnbdZpbyo� fh^me_c�� nmgdpbc�

kbkl_fu>��k�\eh`_gb_f�lj_[h\Zgbc�H[sbo�Djbl_jb_\�b�Lj_[h\Zgbc�J>�=hkl_odhfbkkbb�Jhkkbb

\� Ze]hjblfbq_kdmx� kljmdlmjm� <IJH?DL:� \� ki_pbnbdZpbyo� fh^me_c�� nmgdpbc�� kbkl_fu>
^he`gu�� dZdbf�lh� h[jZahf�� i_j_clb� \� nhjfZebah\Zggmx� fh^_ev�� gZijbf_j�� wlh� ^he`_g� [ulv

i_j_oh^� <IJH?DL� <� BKOH>GUO� L?DKL:O> => <>_lZevgZy� fh^_ev� ijh_dlZ>�� K_]h^gy

kms_kl\mxl�ijh^mdlu� �dhfibeylhj�i_j_^g_]h�ieZgZ�^ey�yaudZ�Kb���ij_h[jZamxsb_�bkoh^guc

l_dkl� gZ� yaud_� Kb�� \� g_dhlhjuc� \b^� ij_^klZ\e_gby�� k� h^ghc� klhjhgu�� k_fZglbq_kdb

wd\b\Ze_glgh]h�k_fZglbd_�bkoh^gh]h�l_dklZ��k�^jm]hc�klhjhgu��^hklZlhqgh�nhjfZebah\Zggh]h

^ey�lh]h��qlh[u�hlh[jZablv�wlh�ij_^klZ\e_gb_�\�^_lZevgmx�nhjfZebah\Zggmx�fh^_ev�

Lh]^Z�� \� khhl\_lkl\bb� k� g_dhlhjufb� nhjfZebah\Zggufb� ijZ\beZfb�� j_Zebamxsbfb

djbl_jbc� gZke_^h\Zgby� [_ahiZkghklb�� fu� kfh`_f� ihkljhblv� p_ihqdm� hlh[jZ`_gbc� \iehlv� ^h



we_f_glZjghc� [_ahiZkghc� kbkl_fu�� Hlh[jZ`_ggZy� gZ� ko_f_� ih^\_l\v� �2 Æ 3 Æ 5��� fh`_l

j_Zebah\Zlv�i_j_oh^��IJH?DL�<�BKOH>GUO�L?DKL:O! => �>_lZevgZy�fh^_ev�ijh_dlZ!�k

^Zevg_crbf�ijh^he`_gb_f�^h�dhg_qghc�we_f_glZjghc�[_ahiZkghc�kbkl_fu�W;K.

<�aZdexq_gb_�hlf_lbf��qlh�ijZ\beZ�ijh\_jdb�dhjj_dlghklb�hlh[jZ`_gbc�gZ�dZ`^hc�iZj_

mjh\g_c� �gZijbf_j�� iZjZ� ���� j_ZebaZpby� \� ^\hbqghf� dh^_!� �� ���� ijh_dl� \� bkoh^guo� l_dklZo!�

iZjZ� ���� ijh_dl� \� bkoh^guo� l_dklZo!� �� ���� wd\b\Ze_gl� bkoh^gbdh\� \� \b^_� ^bZ]jZff!� b� l�^��

[m^ml� \hafh`gu�� _keb� ijb� ijh_dlbjh\Zgbb� b� ijh]jZffbjh\Zgbb� m`_� ke_^h\Zlv� g_dhlhjuf

kljh]bf�ijZ\beZf�

Ebl_jZlmjZ�
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